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Chemometrie (Chemometrik)

0. Einfuhrung

Unter Chemometrik verstent man die chemische Teldisziplin, die sch mit der Anwendung

mathematischer und datistischer Methoden beschéftigt, um in optimaler Weise chemische

Verfahren und Experimente zu planen, zu entwickeln, auszuwahlen oder so auszuwerten, dafi3

en Maximum an chemischen Informationen aus experimentellen Mefl3daten extrahiert werden
kann.

K. Danzer (Jena)

International Chemometrics Soci ety

Aufgaben: - Optimierung von Prozessen
- kritische Bewertung von Prozessen
- Qualitétssicherung
- Kritik an der Analyse

- efc.
Literatur:
M. Otto: Analytische Chemie, VCH, Weinheim,1995
G. Schwedt: Analytische Chemie - Grundlagen, Methoden und Praxis,
Thieme Verlag, Stuttgart, 1995
L. Kolditz (Hrsg.): Anorganikum, 13. Aufl., Bd. 2 Kap. 35.7
J. A. Barth Deutscher Verlag der Wissenschaften, Leipzig,
Berlin, 1993
Autorenkollektiv: Analytikum, 9. Aufl., Kap. 9
Deutscher Verlag der Grundstoffindustrie, Leipzig, Stuttgart,
1994
F. W. Fifidd, D. Kealy: Principles and Practice of Analytical Chemistry,
Blackie Academic & Professional, London, 1990
R.C.Graham: Data Analysis for the Chemical Science - A Guideto Statistical

Techniques, VCH, Weinheim, 1993
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Fragestellungen:
Empfindlichkelt der Methode (senditivity)

Aus der Kalibrierung ersichtlich, wie verandert sich das Signal bel Verénderung der
Konzentration

Nachweisgr enze (detection limit)

Wann ist eén Signal nur noch Untergrundrauschen?

Genauigkeit (precision)

Richtigkeit (accuracy)

Fehlerquellen

Beispid aus Analytikum: Trefferbilder eines Gewehrschiitzen

kein systematischer kein systematischer Fehler deutlicher systematischer  deutlicher systematischer
Fehler Fehler (schlechtes G.) Fehler
(gutes Gewehr) grofRer Zufallsfehler kleiner Zufallsfehler grofRer Zufallsfehler

kleiner Zufallsfehler

Statistische /Zufallsfehler (random / indeterminated error)
systematischer Fehler (determinated error)

Faktoranalyse: Einfluld der Mef3parameter auf Analyse => Optimierung



1. Eichung
Eichung: (calibration)
6 - 8 Mel3werte sind minimale Voraussetzung!

Mel3signal y als Funktion von x =>  lineare Regression  (Genauigkeit ist zu beachten)

y hohe Empfindlichkeit

Kalibrierfunktion:
y=ax+b

a: Blindwert (c[Analyt] = 0) (background) geringe Empfindichkeit
b: Empfindlichkeit (sensitivity)

Analysenfunktion = Umkehrfunktion der Kalibrierfunktion: X =

Storeffekte der Matrix (interferences) missen vermieden werden.
Matrix: alles, aul3er dem Analyten
Vermeidung der Matrixstoreffekte ist moglich z. B. mit der Standardadditionsmethode

Standar dadditionsmethode;
y [Konz.]

o Analyt + Zusatz von einer
bekannten Menge zu
analysierender Substanz

(nach Messung:

Analyt. Behandlung wie oben)
ohne
Zusatz

X




Problem: ba hoheren Konzentration ist die Funktion oft keine Gerade mehr.

y [Kennwert]

1.6
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08 - &

04 N

02 — ¢

gemessene Daten
bis hier linear approximierbar

<

x [Konz.]

2. Messung

L 6sungen:
quadratische - kubische
- ... Anpassung
Verdinnung, damit die
Funktion linear bleibt

Stichproben (endlicher Grole) (sample) ® Ergebnisse® Mittelung der Ergebnisse

i-ter Wert
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NOx-Belastung auf dem Datenhighway
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arithmetisches Mittel (mean):
1g
n a:. Yi

i=1

y:

empirische Standardabwei chung s:

53 : Varianz (variance)

n-1 :Frehetsgrade

relative Standardabwei chung
Sr = §ly



Ergebnisse von 15 Wiederholungsbestimmungen fir die Kupferkonzentration in einer
Weizenprobe. Die folgenden Spalten bezeichnen die arithmetischen Mittel bzw. empirische
Standardabwei chungen fir jewells drei aufeinanderfolgende bzw. die ersten i Mel3werte.

Messung Nr. | Mef3wert ([Cul/ppm) | X (3) [ s(3) | x (i) | s(i)
1 5,3 530 | ---
2 5,3 520 | 0,17 | 5,30 | 0,00
3 5,0 520 |0,17
4 5,0 515 |0,17
5 6,1 530 | 0,70 | 534 |0,45
6 4,8 525 |0,46
7 4,5 514 | 0,51
8 5,7 500 | 0,62 | 521 |051
9 4,8 5,17 |0,49
10 49 514 | 0,47
11 5,6 520 | 0,36 | 518 |0,47
12 5,1 518 | 0,45
13 6,2 525 |0,52
14 5,3 543 | 0,71 | 526 |0,50
15 4,8 5,23 | 0,49

Die Vertelung der Stichproben [&’ sich mit sogenannten Haufigkeitsdiagrammen
veranschaulichen. Hierzu unterteilt man den Bereich zwischen groftem und kleinstem

Mef3wert in gleich groRe Intervalle, deren Zahl per Definition =+/n (n = Zahl der Daten) i,
und zeichnet Uber jedem Intervall einen Streifen ein, dessen Hohe der Anzahl der Mef3werte in
diesem Intervall entspricht. In unserem Beispiel werden 4 Balken eingezeichnet. Es deutet sich
eine ba Zufallsfehlern typische Vertellungsform mit maximaler Haufigkeit im mittleren Bereich
an. Im allgemeinen 18 se sich als Normal- oder Gaul3verteilung beschreiben.

6}
x4
I -

X
2t
1 A 1
45 62 u-36 u-26 w-6 u Wb u+26 p+30
) X ————
P

Haufigketsdiagramm fur die Dichtefunktion einer Daten entnommen aus;

Daten ausder Tabdle Normalverteilung L. Kalditz: Anorganikum 2

13. Auflage, 1993



Gauss-Vertelung:
m  theoretischer Maximumwert der Vertellung,
1 L em? oft wird X als Ndherung herangezogen
2s? 2 . R
x s theoretische Varianz
x="s Steigung ist maximal ( f @x) = 0)

f(x) =

sv2p

Bel sehr grolen Stichproben ndhert sich die Gestalt der Haufigkeitsdiagramme jener der
Wahrscheinlichketsdichte f(x) an. Aus der Dichte lassen sch nun Wahrscheinlichkeiten
ausrechnen. Die Fl&chengrofie eines Intervals unter einer Gauldverteilung entspricht der
Wahrscheinlichkeit, dal3 der Mel3wert im Intervall liegt. Mathematisch 1&% sich die durch
Integration der Gaulvertellung leicht bestimmen. Man erhélt dann das Gauf3sche oder
Fehlerintegral F(x)

Fehlerintegral fuer die Gausssche Verteilung mit Mittelwert 4 und Streuung 1

1 T T T T T T
| Gassvert ung:

09 ] - kontinuierlich,
v L 4 - Grenzwert

0.7 ,

=> Fehlerintegral F(x)

06 - -

05 - -

F(x)

04 ~ —

03 -

02 ,

01 ~ ,

Grenzen auf der x - Achse Teil der Gesamtflache ~ Wahrscheinlichkeit P [%] = Teil der
X1 Xo Gesamtflache x100
m1,00s m+1,00s 0,683 68,3
m1,96s m+1,96s 0,950 95,0
m2,00s m+2,00s 0,954 95,4
m2,58s m+2,58s 0,990 99,0
m3,00s m+3,00s 0,997 99,7
m3.29s mt+3.29s 0,999 99,9

Werte, die mehr als 3s vom Mittelwert mentfernt sind, treten kaum auf, man spricht auch von
der 3s - Grenze.

Nachweisgrenze (detection limit (d. 1.)) = f (Empfindlichkeit = Steigung)

Erfassungsgrenze (practical d. I.): erst ab hier sind verninftige Aussagen moglich, wenn die
Blindwertkurve und Mef3kurve nur noch auferhalb der 3s-Grenze tberlagern.



3. Statistische Behandlung von sogenannten ,, Ausreil3ern“ (outliners)
3.1 Q-Test
Sortierung der Mef3werte nach Grolke

Q — (Xn _Xn-l)

(Xn - Xl)

Xn-X1: grofite Differenz
Xn: hochster Wert

Vergleich mit Q-Werten aus Normalverteilung fir bestimmtes Vertrauensintervall
(confidence levd / interval) z. B.: 90%

Anzahl der Ergebnisse Q. (90% Vertrauen)

2 bei 6 Mel3werten darf Q nur max. 0,56
3 0,94 betragen, sonst liegt der Wert
4 0,76 mit 90%-Wahrscheinlichkeit aul3erhalb.
5 0,64
6 0,56
7 0,51
8 0,47
9 0,44
10 0,41
3.2Grubb’'s- Test
. X -X
r =
n
n-1
X : AusreiRer
X : Mittewert
S . empirische Standardabwei chung
n . Mel3wert
nn 1 Faktor fehlt in manchen Tabelenwerten!!!!!

Vergleich mit r' -Werten der Normalverteilung

Wahrscheinlichket (probability): P
[rrtumswahrscheinlichkelt: a

P+a=1

10



Beispid:
volumetrische Titration:

25,35
25,80
25,28
25,50
25,45
25,43

Ist 25,80 Ausreil3er?

Q-Test: Q= % = (25,80 - 25,50)/(25,80 - 25,28) = 0,577
Xn - Xl

Vergleich: 0,56 fur n = 6 bal 90% Wahrscheinlichkeit
=> fur 90% Wert liegt Gber Schwelle
=> fur 99% Wert liegt unter Schwelle (Q = 0,70)

Grubb'sTest:
=X "X _183
S
=X X 167
n
n-1
X : 25,47
S 0,18

einfache Darstellung : 95% Vertrauen (P): Ausreif3er ist ein wirklicher Ausreif3er (1,822)
: 99% Vertrauen (P): Ausreil3er ist kein wirklicher Ausrei3er (1,944)

11



4. Vergleich von Datensatzen

Nullhypothese: Ho: X (experimentdl) = m(wahr)
Differenz der Datensétze ist zufdllig, kein statistisch signifikanter Unterschied

Alternativhypothese: H;. X (experimentdl) * m(wahr)
Differenz der Datensdtze ist nicht zufallig, Satistisch signifikanter Unterschied

typische Irrtumswahrscheinlichkeiten: a = 0,05 oder a = 0,01

4.1 Student-t-Test

(William Gossett, Pseudonym: Student)

Einfacher Student-t-Test:

.
t(p,n)zws_wafN%

d o |
n: Meldaten

S Standardabwei chung
P. Wahrschenlichkelt

Erwelterter Student-t-Test: (Vergleich von verschiedenen Mittelwerten)

X, - X &enn, 0
Sd n1+n2z

n: Mef3daten

S Standardabweichung

P Wahrscheinlichkeit

X, X, : Mittelwerte aus verschiedenen Messungen

S Standardabweichung

(m-1),(nx-1): Freiheitsgrade (degrees of freedom) (da x schon abgeleiteter Parameter aus
Rohdatensatz ist)

ny+n,-2: Summe der Frelheitsgrade des Systems

S Varianz

12



Aussage des Student-t-Testes:
errechneter t-Wert liegt unter den tabellierten Werten
P Nullhypothese Ho bzw. Aussage wahr
errechneter t-Wert liegt Uber den tabellierten Werten
P Nullhypothese bzw. Aussage it falsch
P Alternativhypothese H; ist wahr

4. 2 Fischers F-Test

F=s°/s
F . Prafwert
s, : Vaianz
Aussage des Fischers F-Test:

errechneter F-Wert liegt unter den tabellierten Werten
P Nullhypothese Ho bzw. Aussage wahr

errechneter F-Wert liegt Uber den tabellierten Werten
P Nullhypothese bzw. Aussage it falsch

P Alternativhypothese H;ist wahr

t-Test erst anwenden, nach dem F-Test erfolgreich war!

Vertrauensbereich/Vertrauensintervall (confidence interval):

) S
Vertrauenshereich= X+t x—
Jn

s . Standardabweichung
n: Zahl der Mef3daten

X : Mittelwert
besondere Form der Standardabweichung = %
n
relative Standardabwei chung = é ~100%
X

13



Beispiel: Untersuchung der Bindungsangen eines Iridiumkomplexes (AK Prof. Breitinger)

Sind die beiden Ir-Cl Bindungen in Nag[IrCl,(SO3),(OH,),]*7H,0O gleich?

Messung: Ir - Cl,: 237,9(2) pm
Cl, | S
035\ | / SOz (2) = Varianz der letzten Stelle
w” \ Raumgruppe: Pnma
H,O' | OH; b
Cl,
Messung: Ir - Cl;: 233,0(2) pm
- 2339- 237 20
(P = (%, - %,)| [eenn, 6_|(2339- 237,0) |een 6
S n,+n,o Sy 2n, g

Die Werte fur n; und n, sowie s; und s, sind gleich, da sie aus dem gleichen Datensatz der
gleichen Mel3ung mit der gleichen Anzahl von Mef3werten ssammen und die Bindungen in der
gleichen Spiegel ebene liegen.

_ & 0s”+(n,- 9s,°0 _ fep(n- 1)5°0 _
S"_\/g ntn-2 5 \S2n-no o P
_[(2339- 237,0) [
tP.m = 0.2 &2

dan grof3er 2, mul3 n/2 gréfler 1 sein, und damit auch die Wurzel.

t = grof3er s 15,5 P zu mind. 95% sind die beiden Bindungen verschieden!

Aufgrund der unterschiedlichen Koordinationssphére (Kationen!) der Cl-Atome sind die
Bindungen wirklich unterschiedlich.

14



43, Faust“-Tet -inde Praxis sehr hilfreich

Annahme: Ir-Cl; 233,9(2) pm , Ir-Cl, 237,0(2) pm sind Mittelwerte von Normal vertellungen.

[

N

NN i

relative Intensitaet

Nl T

oL [ 1]
\

L

232.8 233.2 2336 234 2344 2348 2352 2356 236 236.4 236.8 237.2 237.6 238
r(Ir-Cl) [pm]

m= n>s
Beispiel:

Ir-Cly: 233,9(2) pm — + 3 ® 234,5pm
Ir-Cl,: 237,0(2) pm — - 3% ® 236,4 pm

=> klare Licke ® unterschiedlicher Wert

n: 1=68%, n:2=95%,
n: 3=99,7% -Wahrscheinlichket

=> Berechnung der 3s-Schranke
® klare Licke -
Werte sind eindeutig unterschiedlich

® Uberlappung oder Beriihrung:
genauere Betrachtung nétig

15



5. Fehlerfortpflanzung

Einfihrung am Bespid der Kristallstrukturbestimmung von Nag[1rCl,(SOs),(0OH,),]*7H.O
mef3technische Daten der experimentelen Messung:

3-

055 le sog_l 3408 Reflexe wurden gemessen -

,r/ 1750 Reflexe sind unabhangig (Mittelung Uber Friede paare hkl, hkl )
HZO""".-- | \0H2 115 Parameter sind zu bestimmen (Symmetriegrinde, z.B.:

cl, Cly - Ir - Cl; liegen auf einer Spiegelebene => 1 Lageparameter

fest => nur noch 2 Lageparameter frel)

Bel der Bestimmung einer Kristallstruktur werden bel anisotroper Berechnung fir jedes Atom
9 Parameter bestimmt. 3 Lageparameter, 3 Hauptachsen und 3 Orientierungsparameter (=>
Darstellung der Atome als Ellipsoide)
Fur die Protonen werden nur 3 Lagekoordinaten und ein Temperaturparameter berechnet unter
der Annahme, daf3 sich das Proton in einer Kugd ,, bewegt”.

Einschub zur Darstellung der Atome als Ellipsoide:
Die Ellipsoide sind en Mal3 fur die temperaturbedingten Schwingungen
der Atome um ihre Ruhelage. Schwerere Atome z. B.: Arsen zeigen
kleinere Ellipsoide oder ndhern sich einer Kugd an. Leichtere Atome z.B.
Fluor zeigen im Gegensatz dazu groéf3ere Ellipsoide.

R. Mewset. a., Angew. Chem.,
106 (1994) 1724.

Oft sind Einschrankungen fur die Messung durch die Symmetrie moglich:
z.B.: ein Ortsparameter ist durch die Spiegel ebene festgel egt
=> nach dlen Einschrénkungen: fir den Beispiedkomplex: 115

Qualitét einer réntgenographischen Untersuchung:

unabhangige Reflexe = 1750 = 15,3 (jeder Wert ist 15,3 mal tberbestimmit)
Parameter 115

Beurteilung: bis 8 sehr problematisch, bis 10 in Ordnung, 15 - 20 sehr gut
Braggsche Gleichung: nt = 2xdn>8ind
J: Beugungswinkel
n: enthat hkl mit
dna: Gitterkonstante
(U/dna)? = hPa *+k*b >+H%c *+2hka b cos(g) +2kIb ¢ cos(a) +2hla ¢ cos(b)
a,b,c = reziproke Gitterkonstante
kubisches System:  a=b=g=90°=>c03(90° =0;  (L/dw)*= h’a *+k’b *+l°c’?

monoklines System:  cos(b) bleibt erhalten (Konvention!)
16



Mel3grofRen: | :ist sehr genau vorgegeben => Fehler wird ignoriert, da vernachlssigbar

Ref

J: Beugungswinkel - guter Vertrauensbereich
Beugungswinkel liefert Gitterkonstante

lexe .| : Reflexe - geringe Reflexe: - geringer Vertrauensbereich
- starke Reflexe: - guter Vertrauensbereich
Reflexe liefern relative Lageparameter

J-Bestimmung durch 6&ftere
Messung:
Maximum = J+s(J)

s. Standardabweichung -
wird in guter Analyse angegeben

Beugungswinkel

in Braggsche Glechung eingesetzt:

sn@) ® T (sin(J)) = cos(3)x1()

(&

) wird als s(J) gendhert betrachtet; Mel3werteist diskret, die Formel aber kontinuierlich

Wiewirkt sich der Fehler aus, wenn die Braggsche Gleichung nach d aufgel 6st wird?

Re

09 -

08 -

07 |-

06 [

05 |-

04

03 -

02 |-

01 [

ativlageparameter:

1 Bestimmung des Untergrunds ® Mef3wert -
1 Untergrund

) Ith - I:th2
11 Intensitét

| (mit statistischen Fehlern behaftet)
F: Strukturfaktor

0

4 2 4

Wil Uhtergfund, liniert: Mef3wert
Ini=Sifjeexp(2pi (hy+kyi+z))

17



h.ky,l,,: relative Ortskoordinaten

i : Einhelt der imaginédren Zahl
=i . y=hisg
¥ L™ | ey *&l=«(<?‘£‘:
. . L L . f (X
Annahme: im Bereich 25(x) ist die Funktion linear => Ableitung 11”(—()()())
Fehlerbalken (error bar)

Fehlerfortpflanzung im 2-dimensionaen Fall:

_ ¢ aff (00

o) T x)

d(y) = dx =dx;
M= ® " g *Tq&00)s
}_
|
gl Wz
irHM - Eetate)

-
#



Fehlerfortpflanzung im n-dimensionalen Fall:

e If o Al Od Rl Od

R P LA TR "?‘ o

Eine Ableitung kann positiv oder negativ sein => es konnte die S = 0 sain, dies ware wenig
snnvall, zur Vermeidung dieses Problems quadriert man die Beitrage und erhdt somit als
statistische Grol3e die Varianz.

() =8 gl o)

S(y) ist somit die Varianz fiir die abgelditete GroRey.

Beispicle:

Beispid 1:

Y=X1+ X2 ; Hyo_ ae'ny o ; (Vorzeichen falen durch das Quadrieren weg!)
g‘ﬂx 2 g‘ﬂx 2

y = SiX;

S (y) = Sis'(x)

Beispid 2:

y=aXy + aXo g y az%a—az,

S (y) = Sia’s'(x)

Dieses Beispid wird wichtig, wenn z. B. Mittelwerte gewichtetet werden missen. Dieses
Vorgehen ist z. B. in der Kristallstrukturanalyse tblich, wenn starke Reflexe, die relativ genau
snd, mehr gewichtet werden sollen als schwache, mit grof3en Fehlern behaftete Reflexe.

Ubersicht:

Ux | (X)X
x> | 208(x)
X" | X" x(x)

19



6. Datenanalyse

Fur dieses Kapitd ist als Sekundérliteratur zu empfehlen:
M. Otto, Analytische Chemie, VCH, Weinheim, 1995, Kapitd 6.3 Multivariate Methoden

6.1 Univariate Datenanalyse/Modellierung - lineare Regression

Voraussetzung: eine unabhangige und eine abhangige Variable mit linearem Zusammenhang
y= bo + b1X1 (+ b2X22 ...... )

Erwelterung im Bedarfsfall zur Polynomdarstellung.

Vorprobe: graphische Auftragung der Daten

® AusrelRer ?® vgl. Statistische Behandlung von sogenannten ,, Ausreil3ern*

® graphische Regression - Gerade in Werte legen

Hintergrund: Minimierung der Summe der Fehlerquadrate

f(bo,b1) = bo + byX; - y; Xi, Yi: Melwerte
b, by: Variable

f(Io,b) = &i(bo + bux; - yi)? soll minimiert werden.

Modelvorstelung:

y; [MeBwert]

Xn X, [Konz.]

Achtung: Terminologiefalle!

Graph ist die Zeichnung (Graphik); eswird x und f(x) = y dargestdllt.
Funktion ist die algebraische Zuordnung: X ® f(x).

20



Schematische Ableitung der Regressionsformeln aus f(bo,by) = &i(bo + byx; - yi)*:

Extrema - Bestimmung

ot (by,b)6_ & f (by,0)0_ & -
ol =230b -y, =0 017 =23 x(b - y,)=0
ﬂbo a Ia:.1 0+b1X| yl g ﬂbl a ia:.lxl( 0+b1X| yl)

Aus diesen Bedingungen wird ein lineares Gleichungssystem fiir b, und b, aufgestelIt:

b0n+blé. X :é. Yi

i=1 i=1
boé. X +blé. Xi2 = é. X Yi
i=1 i=1 i=1

Dadie Koeffizientendeterminante D > 0 ist,
3 s 'c')2 3
D=ng x2- ga % > =nd (x - X)* >0
i=1 i1 9 i=1

kann unter Anwendung der Cramerschen Regel das lineare inhomogene Gle chungssystem
gel0st werden mit dem Ergebnis:

né. Xi yi é. XI é. yl
b1 — i i i . Xi,Yi: Wertepaare aus Messung
na X2 - 98 x2
&S
b, =¥- bX X,y. Mittelwerte der x; und y;

Fehlerfortpflanzung

Mittdbarer Mel¥ehler steckt auch mit in Kalibrierfunktion!

2y =__ S ()
Varianz der Steigung: s'(b) = W

A (% - X)2 : Summe der Fehlerquadrate
. _ sy)a x
Varianz des Achsenabschnitts: 2(h) = i
s°(bp) =— -
na (Xi - X)

21



a - 9>

S

Varianz desy-Werts:

é (y, - 9)? : Summe der Abweichungsquadrate

n-2: Zahl der Freiheitsgrade (Reduktion um 2, da fur y-Wert und x-Wert Mittelwerte
gebildet wurden)

yi: Mel3wert
y: Erwartungswert, durch Kalibrierfunktion ermittelt

Zur linearen Regression stehen inzwischen gute Computerprogramme zur Verfigung.

Ein Bespid in IBM-Basicist im Anhang zu finden.

In der Praxisist oft der umgekehrte Weg gewtinscht, dal3 zu einem experimentel | bestimmten y
das zugehdrige x gesucht wird; x kann hierbel z.B. eine Konzentration 0. & sain.

1 N/ - \/ @
T
n

blzé. (Xi - X)Zg

e
s’(y) ¢

Varianz des x-Werts: 1
b? &P

SZ(XO) =

P. Zahl der Paralledmessungen

Je mehr Daten aus Messungen zur Verfligung stehen, desto besser ist das Ergebnis der
Regression, da so die Zahl der Ausreif3er minimiert werden.

[o] _ —
. . ax-xy-y
Korrd ationskoeffizient i
(MaR3 fur die Qualitét der Funktion)

r =

Jga (% - Q& O - V)4
e i i u

Der Korrelationskoeffizient r schwankt zwischen £ 0 und £ 1. Je néher der Wert an £ 1 liegt,
desto besser ist die Korrelation zwischen gemessenen Daten und der Funktion. Liegt der Wert
ndher an = 0, soist die errechnete Funktion schlecht an die Mef3werte angepalit.

Trotz aller algebraischen Uberprifungen ist ein optischer Test der aufgetragenen Funktion und
der Mel3werte unerl&fdich.

Zur Veralgemeinerung des Regressionsproblems wird die Matrixschreibweise eingefihrt. Das
Modell fur die Geradengleichung lautet dann:
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- (;;1 =
gyzé G X2+
¢ iy
¢ % &b, o
$i¢ @blz
V.0 & X, @

komprimierte Form: y = Xb

Bei Polynomen wéchst dien” 2 -Matrix und die Spaltenmatrix.
Warum wird die Matrizengleichung y = Xb nicht schon nach b= yX™* umgeformt?

X ist nicht quadratisch und nur regul&re quadratische Matrizen haben eine Inverse => Umweg
Uber Multiplikation der Matrix mit ihrer Transponierten (macht Matrix quadratisch).

b=(X"X)"X"y
Beispidl:
Zur Bestimmung von Pyren mittedls GC-MS in Luftanalysen soll eine Eichgerade erstellt
werden. Da aus mefdechnischen Grinden kein genaues Volumen der am Ende zu

vermessenden Losung bekannt ist, wird ein interner Standard zugesetzt und als Mel3gréfie die
Flache der gemessenen Peaks (FE) pro Flache desinterne Standardpeaks (1S) angegeben.

X (ng/ml) 52.600 | 263.000 | 526.000 | 1052.000 | 2630.000

y (FE/IS) 0033 | 0174 | 0356 | 0721 | 1.931

Pyren

16 -
14 -
12 -

1 -

Ll ’ | Pyren - ein potentiell
' krebserregender
polyzyklischer
02 ] K ohlenwasser stoff

FE/NIS

04 - -

0 I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
¢ [ng/ml]

Als Geradengleichung wurde ermittelt: y =-0.025685 + 0.000739x

Als Korrelationskoeffizient wurde fur die erhaltene Gleichung r(x,y) = 0.999661 ermittelt.
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Ein Zusammenhang zwischen x und y ist nur gesichert, wennr > r(Pf)be f = n-2
Freiheitsgraden. Bei einem n (Anzahl der Messungen) von 5 ergibt sich folgendes Bild:

Grenzwerte r(P,f) zur Prifung des Korrel ationskoeffizienten:
(aus K. Doerffd: Analytikum, 1994)

f{P=095|P=09 | f |P=09|P =099

1 1,00 1,00 6 0,71 0,83

2 0,95 0,99 7 0,67 0,80

3 0,88 0,96 8 0,63 0,77

4 0,81 0,92 9 0,60 0,74

5 0,75 0,87 10 0,58 0,71

a. [rrtumswahrscheinlichket P+a=1

P: Wahrscheinlichkeit

Wir kénnen also annehmen, dald mit ener Irrtumswvahrscheinlichkeit a = 0.01 % von
r(P,f) = 0,96 bal einem ermittelten Wert r = 0,999661 der lineare Zusammenhang gesichert ist.

6.2 Multivariate Datenanalyse/Modellierung
Voraussetzung: mehrere unabhangige und abhangige Variable
Beispid: Spektroskopische Mehrkomponentenanalyse

(Voraussetzung: Fir alle Komponenten gilt das Lambert-Beersche Gesetz; d.h. es ist en
linearer Zusammenhang zwischen Absorbanz und Konzentration gegeben.)

A =¢(l )xx
A: Absorbanz
gl ): molarer Extinktionskoeffizient bel ener definierten Wdlenlénge
(o Konzentration

I: Lange/Schichtdicke der Klvette fir alle Messungen gleich

Aus der Gleichung des Lambert-Beerschen Gesetzes 18(3% sich das Glechungssystem fir die
Messungen der Absorbanzen A bel verschiedenen Wellenldngen | ; erstellen.

Esist darauf zu achten, dal3 immer mindestens so viele Wellenlangen | gemessen werden, wie
Komponenten im System vertreten sind.
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A =gl Jel+e,(l ,)c,+..= |§ el 1)c
A = Ié. ek(l Z)Ck

k=1
A= Ié. ek(l B)Ck

=
1
=

A =14 e(l .)c
k=1

In e@ne Matrix umformuliert erhdt man;

A =Dex

Dadiee(l ) bekannt sind erhélt man fir die Analysenfunktion wenn k = nist:

C= AOT(l e)_l

Ist die Gleichung Uberbestimmt k < n (Zahl der Messungen grol3er as die Zahl der
Komponenten), so erhélt man fur die Analysenfunktion:

co = Ad((le)"(le))*

Zur Losung dieser Matrizengleichung bietet sich fur kleinere System die Cramersche Regd an,
bel grolRen Systemen muf3 auf Verfahren wie z. B. die Gaul3-Eliminierung zuriickgegriffen

werden.

Grundbegriffein der multivariten Datenanalyse:

Objekte:

Merkmale:

Proben, Untersuchungsgegenstéande

Variable

Mef3grofien (univariate Eigenschaften)

Mel3werte - metrisch skalierte Merkmale (B.: Banden im IR-Spektrum)
- nomina skalierte Merkmale (B.: Etwasist rot.)
- binér skalierte Merkmale (B.: Etwasist oder ist nicht.)

Beispidl: Nach einem Autounfall soll kriminalistisch ermittelt werden:

Sind Lacksplitter am beschédigten Auto zu finden - bindr skaliertes Merkmal.
Die Lacksplitter sind rot und zeigen unter dem Mikroskop Metallpigmente -
nominal skaliertes Merkmal.

Mittels | R-Spektroskopie konnen Bindemittel identifiziert werden - metrisch
skalierte Merkmal.
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Klassen:

Gruppen zusammengehdriger (d. h. @nlicher) oder als zusammengehdrig zu
betrachtender Objekte - z. B. aufgrund von Herstellungsbedingungen,
Herkunft, Entnahmeort oder auch von Gitekriterien.

Ahnlichkeit:  Multivariate Eigenschaft von Objekten - begriindet auf einer Ubereinstimmung

in alen wesentlichen Merkmalen. Grundlage: Datenstruktur im n-dimensionalen
Raum, die sich nach einer mathematischen Dimensionsreduzierung in Form von
Bildern veranschaulichen 18, auch mehrdimensional.

Beispidl: Sternenhimmed - raumliche Anh&ufung von Sternen werden z. B. zu
Galaxien zusammengefald.

Datenmatrix: Darstellung der Merkmale (Mel3werte) einer Rethe von Objekten in Form einer

Pattern:

Pattern

Matrix (Matrixalgebra)

Typische Merkmal skombination fur ein Objekte oder eine Klasse von Objekten
bzw. auch fir ein Merkmal (eine Variable)

Mustererkennung, Ermittlung typischer Objektmuster z. B. Klassen, in denen

Recognition:  bestimmte Objekte zusammengefaldt werden knnen. Im engeren Sinne:

Musterwiedererkennung, d. h. Klassifikationsverfahren, womit nach bestimmten
erlernten Klassifikationsregeln Objektein a priori bekannte oder gesetzte
Gruppen eingeteilt werden.

Supervised , Lernen” der Klassenzugehorigkeitsfunktion unter Anleitung

Learning:

(mit Vorinformation Uber existierende Klassen)

Unsupervised Mustererkennungsverfahren fir Objekte von denen apriori keine

Learning:

Klassenzugehorigkeit bekannt ist (Suche nach charakteristischen Datengruppen
= Clugtern)

Datenmatrix fur Pattern Recognition-M ethode

. . . &y Xp X Xm0

Pattern Vektor eines Objektesi(Xyi + Xz ... Xm1) (;X X . oy -
n : Anzahl der verschiedenen Objekte (o) X =" T2 s o
m : Anzahl der unterschiedlichen g S
Analysenergebnisse () EXy X Xpz e Xym®@

Die Datenmatrix muf3 vollstandig sein, um sinnvolle Aussagen treffen zu kénnen.

Euklidischer Abstand als multivariates Ahnlichkeitsmaf3 in der Cluster anayse

(X - Xjk)2 p: Variable (Analysenergebnis) zwischen allen Objektpaaren i und |
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6.3 Mustererkennung

Beispiel: Haaranalytik

In der Haaranaytik konnen Schadstoffe festgestellt werden. Wird langs des
Wachstumsrichtung der Haare gemessen, so kdnnen sogar zeitliche Veranderungen festgestel It

werden. z. B.: Drogenkonsum, Schwermetallbelastung o. &

Elementgehalte von Haaren verschiedener Personen in ppm.

Haar Nr. Kupfer Mangan Chlor  Brom  Jod

9,2 0,30 1730 12,0 3,6
12,4 0,39 930 50,0 2,3
7,2 0,32 2750 65,3 34
10,2 0,36 1500 34 53
10,1 0,50 1040 39,2 1,9
6,5 0,20 2490 90,0 4,6
5,6 0,29 2940 88,0 5,6
11,8 0,42 867 43,1 15
8,5 0,25 1620 5,2 6,2

O©oO~NOOOUILDS,WNE

oberfl&chliche augenscheinliche Betrachtung der Werte fur Chlor:
=> 3 Gruppen: (1,4,9), (2,5,8) und (3,6,7)

oberfl&chliche augenscheinliche Betrachtung der Werte fir Brom:
=> 3 Gruppen: (1,4,9), (2,5,8) und (3,6,7)

Standar disierung von Merkmalsdaten

Merkmal j: z. B. Chlor-Gehalt

. _j@l o _0 -
§ :Streuung s, _\/%_n- 13_ X; Xi;'a X - X _ y ¢
. 1
X; . Mittelwert Eé‘ X;
Xij : Meldwert

Durch die Divison mit 5 wird der Abstand normiert.
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Uniberwachtes L ernen

Projektionsmethode
Eine der wichtigsten Projektionsmethoden ist die Hauptkomponentenanalyse.

Beispiel: Anwendung der Standardisierung von Mef3daten auf die Haaranalyse:

Haar-Nr.  x;” Chlor-Wert  x;” Brom-Wert

1 0,36 -1,27
2 -0,81 0,24
3 -1,79 0,84
4 0,02 -1,61
5 -0,66 -0,19
6 1,47 1,82
7 2,13 1,74
8 -0,91 -0,04
9 0,19 -1,53

Hauptkomponentenanalyse von Haaren

2
Z

15+
1 £
05 +

Brom-Wert

Chlor-Wert

Klassfizierung:
Die Ahnlichkeiten der Werte (2,5,8) und (1,4,9) sind stark ausgepragt, fiir die verbleibenden
Werte (3,6,7) ist das Bild nicht ganz so deutlich.
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Clusteranalyse

Bei der Clugteranalyse fat man die Objekte an Hand der Ahnlichkeit ihrer Merkmale

schrittwei se zusammen.
Zur Bewertung der Ahnlichkeit dient haufig der Euklidische Abstand. Er berechnet sich nach

&
d; =./a (% - X;)° p: Variable (Analysenergebnis) zwischen allen Objektpaaren i und j

Ist der Abstand zwischen zwei Objekten klein, soist die Ahnlichkeit sehr groR.
=> Gruppenbildung
=> Dendrogramm

Statt des Abstandsmales, hier dem Euklidischen Abstand, konnen Ahnlichkeitsmalie S
angewendet werden. Unter Beriicks chtigung des Euklidischen Abstands erhélt man so:

d.
d - Art normierter Euklidischer Abstand
S i d; (max)

d; (max): grofdter in den Daten auftretender Abstand

Wie man sich leicht verdeutlichen kann, bedeutet dabei:

S; = 1: hohes MaR an Ahnlichkeit
S; = 0: keine Ahnlichkeit

Aus dem Ahnlichkeitsmal3 S kann ebenso leicht ein Dendrogramm erstel It werden.

0
(5]
[ag]
o)
£
:F)
< 05
o
C
c
<

ol 5 1 M [
2 B8 5 4 ¢ 1 3 7 %

Objelde
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Zur Erstellung enes Dendrogrammes kdnnen mehrere Wege beschritten werden:
Man startet hierbel immer bei der Berechnung einer Abstandsmatrix.

Objekt [1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
2,405 0
2250 3,392 0

1,327 2570 3,017 O

2,713 1613 3391 2799 O

3062 4,232 1,724 3,766 4,623 O

3378 4,611 1,666 3,793 4,655 1,337 O

2,562 0,666 3531 2,821 1,189 4528 4,860 O

1667 3,603 2991 1511 3987 3,116 3,306 3910 O

OoO~NOOOUILDS,WNE

In unserem Fall wird dann daraus noch das Ahnlichkeitsmal3 S errechnet. Wir wollen an dieser
Stelle jedoch zur Vereinfachung weiterhin den Euklidischen Abstand betrachten.

Den geringsten Abstand zeigen die Objekte 2 und 8, deshalb werden sie zu einem Cluster
zusammengefald und als erstes in das zu erstelende Dendrogramm eingetragen. Fir den
nachsten Schritt existieren 3 Moglichkeiten:

- dngle linkage: z. B. 8 wird als Reprasentant fir das neue Objekt (2,8) ausgesucht,
anschlief?end das Objekt mit dem kleinsten Abstand zum Représentanten gesucht; das
Objekt 2 wird gestrichen.
complete linkage: nachdem 2 und 8 ein neues Objekt sind wird nach den néchsten beiden
Werten gesucht, die den kleinsten Abstand zueinander zeigen, Objekt 2 wird gestrichen.
average linkage: Berechnung des Mittel punktes von 2 und 8 und Erstellung einer neuen
Matrix.

Die nach einem der obigen Verfahren bestimmten Werte werden in das Dendrogramm
eingetragen, und man verfahrt danach in gleicher Art welter.

In unserem Fall erhalten wir die drei Cluster, die wir schon mit der Projektionsmethode
vermutet haben. Oft sind die Anzahl der Cluster aber schon aus den Versuchsbedingungen
bekannt, z. B. stammen in unserem Beispid die Haare von drel Tatverdachtigen.

Uberwachtes L er nen

Ist ein Mustererkennungsproblem durch Methoden des uniiberwachten Lernens gelést oder
bereits anderweitig bekannt, so kann ein Klassfizierungsmodell aufgestellt werden, mit dem
dann andere bzw. neue Daten bearbeitet werden konnen.

In unserem Fall wurden die Haare wie folgt zugeordnet:

Person |Haare
A 2,58
B 1,409
C 3,6,7,
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Eine wichtige Klassfizierungsmethode ist die lineare Diskriminanzanalyse (LDA). Se kann
angewendet werden, wenn normalverteilte Daten und unterschiedliche Klassenschwerpunkte
vorliegen . Bel der linearen Diskriminanzanalyse wird an Hand der Kenntnis der Zugehdrigkeit
der Objekte zu einer bestimmten Klasse (z. B.: Person A: Haare 2,5,8) eine Eigenwertanalyse
durchgefuhrt. Der zum grofdten Eigenwert gehdrende Eigenvektor liefert die erste lineare
Diskriminanzfunktion s;; der zum nachstgrofdten Eigenwert gehorige Eigenvektor liefert die
zweite Diskriminanzfunktion s,, usw. Dieses Verfahren wird solange betrieben, bis das
Problem als gel st betrachtet werden kann.

Nach dem Lernvorgang erfolgt dann im n&chsten Schritt die Anwendung: in unserem Fall die
Zuordnung des Haares vom Tatort.

Kupfer Mangan Chlor Brom Jod

9,2 0,27 2200 98 4,7

Die Zuordnung des Haares erfolgt durch Einsetzung der Mel3werte in  die
Diskriminanzfunktionen. Das Haar gilt dann als zugehtrig zu der Klasse, fur die der
Euklidische Abstand zwischen dem Objekt und dem Schwerpunkt der Klasse am geringsten ist.
In unserem Fall konnte das Haar dem Tatverdachtigen B zugeordnet werden.
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7. Anhang

Dieses IBM-Basic Programm fiihrt eine gewichtete lineare Regression aus. Es ssammt aus:
K. Ebert, H. Ederer, T. L. Isenhour: Computer Applicationsin Chemistry,
VCH 1989, Weinheim

0 REM "REGLI NW " EBERT/ EDERER 880506
1 REM kkhkkkhkkhkhkkhhkhkkhhkhhkhkkhhkhhkhkkhhkhkhhkhhkhkkhhkhhkhkhhkhkkhhkhhkkikihkihkk*x
2 REM *** Wei ght ed Li near Regression *oxk
3 REM *** The |inear |east squares fit to a *HK
4 REM *** straight line is calculated with eighted***
5 REM *** data points. In addition the errors *xk
6 REM *** in the paraneters a and b are obtained. ***
9 REM kkhkkkhkkhkhkkhhkhkkhhkkhhkhkkhhkhhkhkkhhkhkhhkhhkhkkhhkhhkhkihkhkkhhkhhkkikikkhkhkhk*x
1000 DI M X(100), Y(100), W 100)

1010 A$=" !

1100 I NPUT "How many data points (y,x) ";N

1120 FOR 1=1 TON: WI)=1 : NEXT I : PRINT

1140 PRINT "Do you want to wei ght your data points ;
1150 | NPUT B$
1200 FOR I=1 TO N

1300 PRINT " y(";l;") ="
1310 INPUT Y(1) : LOCATE CSRLIN-1,1
1330 PRI NT A$; A$ : LOCATE CSRLIN-1,1
1350 PRINT " y(";1:") =":Y(1);

1400 PRINT " x(";1;") ="

1410 I NPUT X(1) : LOCATE CSRLIN-1,1
1450 | E B$<>"yes" THEN GOTO 1615
1490 PRI NT A$; A$ : LOCATE CSRLIN-1,1
1500 PRINT " y(";1:") =":Y(1);

1600  PRINT " x(":I = X(1) :

)
1610 PRI NT " X

.ll) —

\A( )
1613 | NPUT W) : LOCATE CSRLIN-1,1
1615 PRI NT A$; A$ : LOCATE CSRLIN-1,1
1620 PRINT " y(";1:") =":Y(1);
1630 PRINT " Xx(";1:") =":X(1);
1640 PRINT " w(";1;") =":WI)
1700 NEXT |
2000 S1=0

2100 S2=0 : S3=0 : S4=0 : S5=0
2200 FOR I=1 TO N

2250  S1=S1+W)
2300  S2=S2+X(1)
2400  S3=S3+Y(I)
2500  S4=S4+X(1)
2600  S5=S5+Y(I)
2700 NEXT |
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3000
3100
3200
4000
4100
5000
5100
6000
6100
6200
6300
6500
6600
6605
6610
6620
6630
6640
7000
7100
7200
7300
7500
8000
8050
8100
8200
8300
8400
8500
8600
8700
8800
9000
9050
9100
9200
9999

D1=S1* S4- S2* S2
D2=S3* S4- S5* S2
D3=S1* S5- S2* S3

A=D2/ D1

B=D3/ D1

PRINT "The regression line for the data is"
PRI NT n y = n ; A; n + n ; B; LG '3 Xll

S=0

FOR 1=1 TON
S=SHW) *(Y(1) - (A+B*X(1))) "2
NEXT |
PRI NT: PRI NT "Sum of squared deviations =";S
D=SQR( S/ (N-2))
PRI NT: PRI NT "Standard deviation =";D
DA=D* SQR( S4/ D1) : DB=D* SQR( S1/ D1)
PRI NT: PRI NT "Nunber of data points =";N : PRINT
PRINT "a = "; A" +/- "; DA: PRINT
PRINT "b = ";B;" +/- ";DB: PRINT
PRI NT: PRINT "Do you want to conpare the input "
PRI NT "values with the regression values "
| NPUT A$
| F A$="yes" THEN GOTO 8000

GOTO 8400
PRI NT
PRINT " x y(i nput) y(regression) "

FOR I1=1 TON
PRINT X(1); TAB(12); Y(1); TAB(23); A+B*X(1)
NEXT |
PRI NT: PRINT "Do you want to interpol ate data"
PRI NT "using the regression line "
| NPUT A$
| F A$="yes" THEN GOTO 9000
GOTO 9999
PRI NT "x-val ue";: 1 NPUT X
PRI NT A$; A$;: LOCATE CSRLIN-1,1

PRINT "y("; X ") ="; A+B*X
GOTO 9000
END
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